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Numeros complejos.

Los numeros complejos son una extension de los numeros realesy forman el
minimo cuerpo algebraicamente cerrado que los contiene. El conjunto de los
nameros complejos se designa como ¢, siendo & el conjunto de los reales se
cumple que ECC. Los numeros complejos incluyen todas lasraices de
los polinomios, a diferencia de los reales. Todo niumero complejo puede
representarse como la suma de un ndmero real y un ndmero imaginario (que es un
multiplo real de la unidad imaginaria, que se indica con la letra i), o en forma polar.

Los numeros complejos son la herramienta de trabajo del algebra, analisis, asi
como de ramas de las matematicas puras y aplicadas como variable compleja,
ecuaciones diferenciales, aerodinamica y electromagnetismo entre otras de gran
importancia. Ademas los numeros complejos se utilizan por doquier en
matematicas, en muchos campos de la fisica (notoriamente en la mecanica
cuantica) y en ingenieria, especialmente en la electronica y
lastelecomunicaciones, por su utilidad para representar las ondas
electromagnéticas y la corriente eléctrica.

En matematicas, estos nameros constituyen un cuerpoy, en general, se
consideran como puntos del plano: el plano complejo. Una propiedad importante
gue caracteriza a los numeros complejos es el teorema fundamental del dlgebra —
pero que se demuestra aun en un curso de variable compleja —, que afirma que
cualquier ecuacion _algebraica de grado ntiene exactamente n soluciones
complejas. Contienen a los nimeros reales y los imaginarios puros y constituyen
una de las construcciones tedricas mas importantes de la inteligencia humana. Los
analogos del célculo diferencial eintegral con nameros complejos reciben el
nombre de variable compleja o analisis complejo.

1.1 Definicion y origen de los niumeros complejos.
Los numeros complejos z se pueden definir como pares ordenados
z=(xY)

de numeros reales xey, con las operaciones de suma y producto que
especificaremos mas adelante. Se suelen identificar los pares (X, 0) con los
nameros reales Xx.
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La primera referencia conocida a raices cuadradas de numeros negativos proviene
del trabajo de los matematicos griegos, como Herdon de Alejandria en el siglo |
antes de Cristo, como resultado de una imposible seccion de una piramide. Los
complejos se hicieron mas patentes en el Siglo XVI, cuando la busqueda de
formulas que dieran las raices exactas de los polinomios de grados 2 y 3 fueron
encontradas por matematicos italianos como Tartaglia, Cardano.

Aunque s0lo estaban interesados en las raices reales de este tipo de ecuaciones,
se encontraban con la necesidad de lidiar con raices de nameros negativos. El
término imaginario para estas cantidades fue acufiado por Descartes en el Siglo
XVIl y esta en desuso. La existencia de numeros complejos no fue completamente
aceptada hasta la mas abajo mencionada interpretacibn geométrica que fue
descrita por Wessel en 1799, redescubierta algunos afios después y popularizada
por Gauss. La implementacion mas formal, con pares de nameros reales fue dada
en el Siglo XIX.

1.2 Operaciones fundamentales con numeros complejos.

Varias propiedades de la suma y del producto de numeros complejos coinciden
con las de los numeros reales. Recogeremos aqui las mas basicas y verificamos
algunas de ellas.

Las leyes conmitativas

z1+2z2=22 +2z1, z1z2=12z271

y las asociativas

(z1+22)+2z3 =21+ (22 +23), (z1z2)z3 =z1(z223)

se siguen facilmente de las definiciones de la suma y el producto de nameros
complejos, y del hecho de que los numeros reales las satisfacen. Por ejemplo, si

z1=(x1,y1) y z2=(x2,y2),
entonces

z1+2z2=(x1,yl) + (x2,y2) = (x1 + x2,yl +y2) = (x2 + x1,y2 +yl) = (X2, y2) +
(x1,yl)=2z2+2z1

La verificacion de las restantes, asi como de la ley distributiva



z(z1 + z2) = zz1 + zz2,

es similar.

De acuerdo con la ley conmutativa del producto, iy =yi; luego est4d permitido
escribir

Z=X+Iily 0 z=Xx+Yyi

Ademas, por las leyes asociativas, una sumazl+ z2+ z30 un
producto z1z2z3 estan bien definidos sin paréntesis, igual que ocurria con los
ndmeros reales.

La identidad aditiva 0 = (0, 0) y la idenidad multiplicativa 1 = (1, 0) de los nimeros
reales se transfieren al sistema de los nimeros complejos. O sea,

z+0=z vy z*1=z

para todo numero complejo z. Mas aun, 0 y 1 son los Unicos numeros complejos
con tales propiedades. Para establecer la unicidad de 0, supongamos que (u, v) es
una identidad aditiva, y escribamos

(xy)+(u,v) =(xy),
donde (x, y) es cualquier nimero complejo. Se deduce que
X+U=X e y+v=y;

o sea, u=0yv=0.Elniamero complejo 0 = (0, 0) es, por tanto, la Unica identidad
aditiva.

Cada numero complejo z = (X, y) tiene asociado un inverso aditivo

-Z= (X, -Y)

gue satisface la ecuacién z + (-z) = 0. Ademas, hay un sélo inverso aditivo para
cada z, pues la ecuacion (x, y) + (u, v) = (0,0) implicaque u=-xy v = -y.

Los inversos aditivos se usan para definir la resta:

z1-22 =121+ (-z22).

Luego si z1 =(x1,yl) y z2 = (x2, y2), entonces



z1-22=(x1-x2,yl-y2)=(x1-x2)+i(yl-y2).

Anélogamente, para todo nimero complejo z = (X, y) no nulo, existe un ndmero
complejo z-1 tal que zz-1 = 1. Este inverso multiplicativo es menos obvio que el
aditivo. Para hallarlo, buscamos numeros reales u, v expresados en términos de x
ey, tales que

x, y)(u, v) = (1,0).

1.3 Potencias de “i”, médulo o valor absoluto de un nimero complejo.

El valor absoluto, médulo o magnitud de un nimero complejo z viene dado por la
siguiente expresion:

Si pensamos en z como algun punto en el plano; podemos ver, por el teorema de
Pitagoras, que el valor absoluto de un numero complejo coincide con la distancia
euclidea desde el origen del plano.

Si el complejo esta escrito en forma exponencial z=r ei@, entonces |z| =r. Se
puede expresar en forma polar como z =r (cos@ + isen®), donde cos@ + isen@®
= ei@ es la conocida férmula de Euler.

Podemos comprobar con facilidad estas cuatro importantes propiedades del valor
absoluto

para cualquier complejo z 'y w.

Por definicion, la funcion distancia queda como sigue d(z, w) = |z - w| y nos provee
de un espacio métrico con los complejos gracias al que se puede hablar de limites
y continuidad. La suma, la resta, la multiplicacién y la division de complejos son
operaciones continuas. Si no se dice lo contrario, se asume que ésta es la métrica
usada en los numeros complejos.



1.4 Forma polar y exponencial de un numero complejo.

Forma Polar
Sean r y 6 coordenadas polares del punto (X, y) que corresponde a un numero
complejo no nulo z = x + iy. Como

X=rcos® e y=rsenb

z puede ser expresado en forma polar como
z =r(cosb + i send).

En andlisis complejo, no se admiten r negativos; sin embargo, como en el
Calculo, 6 tiene infinitos valores posibles, incluyendo valores negativos.

Forma exponencial
La ecuacion ei6 =cos 6 +isen 6
gue define el simbolo €iB, o exp (iB), para todo valor real de 8, se conoce como
formula de Euler.
Si escribimos un niimero complejo no nulo en forma polar
z=r(cos 6 +isen 0),
la férmula de Euler permite expresar z mas compactamente en forma exponencial:
zZ=reid

1.5 Teorema de De Moivre, potencias y extraccion de raices de un numero
complejo.

Potencias de numeros complejos
Las potencias enteras de un numero complejo no nulo z = rei vienen dadas por
z=rneinb (n=0, +1, -1, +2,-2 ...

Como zn+1 = zzn cuando n=1,2,..., esto se comprueba facilmente para valores
positivos de n por induccién, para el producto de niumeros complejos en forma
exponencial. La ecuacion es valida también para n = 0 con el convenio de que
z0=1.Sin=-1,-2..., por otro lado, definimos zn en términos del inverso
multiplicativo de z escribiendo zn = (z-1)m, donde m=-n =1, 2, ... Entonces, como
la ecuacion z = rneinB es valida para potencias enteras positivas, se sigue de la
forma exponencial de z-1 que

zn = [1/r ei(-8)Jm = (1/r)m eim(-0) = rneinB
Por tanto, la ecuacion z = rnein@ es valida para toda potencia entera.
Nétese que sir =1, z =rneinB se convierte en

(eiB)n = eibn (n=0,%1,£2 ..)



Cuando se expresa en la forma
(cosB® +isenB)n=cosnb +isennb

gue se le conoce como la férmula de De Moivre

1.6 Ecuaciones polindmicas.

Los nameros complejos surgen ante la imposibilidad de hallar todas las soluciones
de las ecuaciones polinémicas de tipo

ax" +a, X" + v +@xX+0,=0

Dados los valores apropiados de los coeficientes an a a0 , esta ecuacion tendra n
soluciones reales si que permitiran reescribir el polinomio de la siguiente forma:

(X =5, )(X = 5p1)-(x—5) =0

Sin embargo, ecuaciones incluso tan sencillas como x2 + 1 = 0 desafian esta
regla, ya que su solucion, que tedricamente vendria dada por

J:H=J_w"—_1

gue no existe en el campo de los reales ya que la raiz cuadrada no esta definida
para argumentos negativos.

Los numeros complejos sin embargo permiten ampliar ain mas el concepto de
"numero”, definiendo la unidad imaginaria o i como i = raiz de -1, lo que significaria
gue la ecuacién anterior si tendria dos soluciones, que serian x1=1iy x2= - i.

La introduccion de los numeros complejos permite probar el teorema
fundamental del algebra, que dice que cualquier ecuacién polindmica de grado n
tiene exactamente n soluciones complejas.
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De esta manera, se define genéricamente un numero complejo como un
namero compuesto por dos partes, una parte real a y una parte imaginaria
b, escribiéndose como sigue: z = a + bi.

Por ejemplo, 2-3i, 4+8i, 3-Ti, etc.

Con los numeros complejos se opera como se operaria con productos de sumas
ordinarios, teniendo en cuenta siempre que i2 = -1: (a + bi)(c + di) = ac +adi +bci +
bdi2 = (ac - bd) + (ad+bc)i.

La division es un poco mas sofisticada debido a la necesidad de eliminar la unidad

imaginaria del de nominador de la fraccion:

a+bi (a+ bi](c—di}_(ac+bd]+(bc—ad}z‘_ac+bd+bc—adi
c+di (c+di)(c—di) c? +d>? et +d? T 2 +d?
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